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Introduction

L’équation de Schrédinger, établie en 1925, traduit la propagation d'un rayon laser dans
un milieu dont U'indice de réfraction dépend de ’amplitude d’onde. A partir de ce moment, de
nombreux scientifiques se sont penchés sur la résolution de cette équation ou une approximation
d’une telle solution. Nous verrons ici des méthodes pour établir la solution ou encore pour
justifier simplement 1'existence de celle-ci.

1 Espaces de Schwartz et de Sobolev

1.1 Espace de Schwartz
Rappel. Soit x € R? et o € N%. On note x* le d-uplet : (x5, ..., z5%).

Déf. On appelle espace de Schwartz 1'espace vectoriel suivant :

S (RY) = {u € €°|Va, B € N sup | 2*0°u(z) |< oo}.

z€R?
Exemple. u(z) = e 1 ¢ 7(R?).

Déf. On définit les semi-normes suivantes sur . (R?) :
[1/lls = sup [ 2207 f(x) | .

Remarque. On a clairement 4>°(RY) C .7 (RY).

Déf. Soit g, € (L (R?))N. On dit que g, converge vers g dans . (R?) ssi :

Vo, 8 € N, llgn — gllag — 0.

1.2 Transformée de Fourier
Déf. Si u € . (R?) alors :

Fu(f) =0(&) = L el (x)dx
Fu© =10 = g [ et

Rappel. Soit u(x) = . L (R), alors Fu(§) = u(§).
Remarque. En notant D = %8, on a pour P un polynéme :
F(P(D)u)(§) = P(§) x Fu(§).

Proposition 1.
o Vue (R, Fue 7(RY).
o u— Fu est continue de ./ (R?) dans lui-méme.

Remarque. Notons (tpu)(z) = u(x — h) et (o u)(x) = u(Azx). Dans ce cas on a :
o F(mu)(§) = e "M Fu(f).
o F (") =1,(Fu
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Théoréme 2. Inversion de Fourier
Pour v € ., posons F*u(§) = 4(§) =

Dans ce cas, F*Fu = u.

= fRd ety (x)dx.

Théoréme 3. Théoréme de Plancherel
F et F* se prolongent sur L? dans lui-méme, tel que F.F* = F*F = Id.
Dans ce cas, on a : ||Ful|p2 = ||u]|r2 = ||-F*u|| 2.

1.3 Distributions tempérées

Déf. On appelle distribution tempérée une application continue et linédaire de .7 (R?) dans
C. Leur espace est noté .%/(R%).

Remarque. Posons & (R?) = €°°(RY).
Comme 9 C ¥ C &, onaalors: & C. CP.
Onaméme: 9 C &' Cc S C9'.
Déf. Soit T, € (./(R%))N. On dit que T;, converge vers T dans .%'(R?) ssi :
Vo € S (RY), (T, 6) — (T ).
Proposition 4. 2(R?) est séquentiellement dense dans ' (R?) (donc . (R?) Uest aussi).
Démonstration. Soit T € .#'(R?) et ¢ € Z(R?) avec ¢(0) =
* - /(d
Vn € N ,¢(n)Te5ﬂ(R)
Soit j € 2(R?), [ j =1, j paire.

Posons j, = n%j(n x .) = & dans .7".
Or ¢ (E) T est a support compact donc :

T (z) = {¢ (5> T} % jn(2) = (6 (ﬁ> T, jn(z— ) €D C .7
1l suffit de montrer que Vi € .7 (R?), (T,,, ) — (T, ).

Or :
@) = [[{0(2) T} ] 0= @0 (2) Gox o)

11 faut donc montrer que : ¥, = ¢ (;) (jn *1p) — o dans . (R?).
Posons :

An@) = 6 (2) (G 9 / o (D) {0 (24 2) — v} ity

Ba@) = {0 (5) =1} v(a).

On a donc ¢, — ¢ = A, + B,,.
Soit a, B € N% en appliquant 29° & A, on obtient une somme finie dont les termes sont
de la forme :

cln5) [ one (2){oi v (a+ ) - 0270t } i),



1.3 Distributions tempérées

La différence des dérivées de 1 décroit plus rapidement que n’importe quelle puissance de

x par définition. D’otu, par théoréme des accroissements finis :

|97 (w4 2) = ()| < || ew (1 | )7,

En choisissant M > |a| et en majorant par la borne de 1, on a que A, — 0 dans .7 (R%),

car ¢ est a support compact.
De méme, on obtient le méme résultat par un raisonnement analogue pour B,

D’ou le résultat cherché.
O]

Déf. Si L est un opérateur linéaire continu de . dans lui-méme, alors sa transposée est
L 7 — " tel que (L'T,¢) = (T, Lo).

Proposition 5. Généralisation des opérateurs de . o .S’
Si L. — . est un opérateur continu et linéaire, et si LTY continu de . dans lui-méme,

alors L s’étend de maniere séquentiellement continue en :
L:Y" — . avec (LT, ¢) = (T,L'®).

Exemple. Quelques opérateurs et leur transposée
L o~ Th Ok y
L' | (=0)* | kidal/k F

Démonstration. Nous allons démontrer la formule pour la transformée de Fourier. Les autres
se démontrent de la méme facon. Soit T' € ', ¢ € 7.
(F'T,¢) =(T,F¢).

SiT e ., on a alors :

Y

= qS(y)/ 1 %e_iy'xT(x)dmdy
)

o= [ 5 [

Proposition 6. Transformée de Fourier
o DT =¢*FT.
o F*FT =T.
o F(1,T)=eMFT.

Exemple. Soit a € C\ {0} avec Re(a) > 0.

Posons T,(z) = e~ %7 . Soit 1 € .7 (R).

a — (T,,1) est holomorphe en a dans {a|Re(a) > 0} et continue sur {a|Re(a) > 0}.
SiaeR:, on a alors : FT,(x) = %e*%.
Ces deux fonctions sont holomorphes sur {a|Re(a) > 0}, continues sur {a # 0|Re(a) > 0}

et égales sur RY.. Par principe de prolongement analytique, on a Ya # 0, Re(a) > 0,

»

T . . . . . s . .
e 24, quec la racine définie en enlevant la demi-droite des réels négatifs.

FT, (x) =

2
U
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Par continuité on obtient alors :

Exemple. Calcul de F1 (cas limite ot a = 0).

(F1,6) = (1, F) = / Fo(€)de

= (2n)
= ((2)

ol

#(0) par inversion de Fourier

280, ¢)

Do F1 = (27)26,.

1.4 Espaces de Sobolev

Déf. On appelle espace de Sobolev d’ordre s avec s € R 'espace :

H*(RY) = {u c L' (RYH(E): Fu e L2} avec(§) = (1 + ]5\2)1/2.

Une norme est donnée par : ||ul|g= = |[(£)°Z u|| 2.

Remarque. ¥V — oo < s <t < +00,. C H' ¢ H* C .’. Chaque inclusion est méme séquen-
tiellement continue.

Remarque. On a donc par ces inclusions la densité de . dans H®,Vs € R.
Proposition 7. Si s > d/2 alors H® est une algébre.

Démonstration. Soit u,v € H®.

)| = 15 glicn (€
<cf f,fg}ff_‘n@ dy avec f = af€)* et § = (€)" € L?
=¢ :/n|§§ {:J;D?f—_n;]) d77+/n|>g {:’?)?éi_—n;z) o
[l o [ AR ]
=i /n|§§ {:7? _ﬁfﬁ;n) dn+/n>§ J(Cg) '?é(’g—_n?z dn]




lwoll s = [I(.)"u]| 22
<K /] H 91,
() () 12
/] gl |l N
<K gz + |fllzz | par inégalité de Young
o Ol

< 2K fllz2 || 2 || ==l .2 par inégalité de Cauchy-Schwarz

<>

1

LQ

Comme s > d/2, la derniére norme est finie. D’out le résultat.

2 Equation de Schrédinger linéaire

L’équation de Schrodinger linéaire est de la forme suivante :

oY
A — =F
a. w—l—zbat

Le but de cette partie va étre de trouver des solutions a cette équation, et & d’autres qui en
découlent.
Pour simplifier les calculs nous étudierons le cas ot a = b = 1.

Remarque. Les transformées de Fourier dans cette partie sont considérées par rapport a I’espace,
et non par rapport au temps.

2.1 Solution homogéne

Théoréme 8. Ezistence et unicité
Vi e LR, Au € €°R x R : R)|uy, = iAu et u(0,.) = f. De plus : Vt,u(t,.) € .#(R?)

et la solution est donnée par la formule :

u(t,z) = F" <e’“‘§|2,9zf) (x).
Démonstration.

w est solution <= wuy = iAu et u(0,.) = f

F(up —iAu) =0 et Fu(0,.) = Ff
(Fu),+i| &P Fu=0et Fu(0,.) =
O (e”mzﬁzu) =0et Zu(0,.)=Ff
e Fuy = Ff
u(t,z) = F* (e‘mg‘zfj") (x)

(AR

Les propriétés u € € et u(t,.) € (R?) découlent de la formule.
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Déf. On définit Popérateur S(t) : ¥ — & par S(t)(f) = u(t,.) o u est la solution de
I’équation de Schrodinger homogéne avec f comme condition initiale. Cette opérateur est appelé
propagateur. Il est linéaire et séquentiellement continu.

Proposition 9. Propriétés du propagateur
1.5(6)(07f) = 07 (S(t).f).
2. F(S)f) =e M Zf.
3. St +t2)(f) = S(t1)(S(t2)(f))-
4. Vs, t eR, fe S |S(O)f|lus = |If]

Proposition 10. Pour tout s € R, S(t) s’étend de facon unique en une application unitaire
de H® dans lui-méme. Le nouvel opérateur ainsi défini vérifie :

HS.

F(S@)f) = e P Z .

Théoréme 11. Vs € R, f € H*(R?),3lu € €°(R x R? : R)|uy; = iAu et u(0,.) = f. De plus
la solution, appelée solution généralisée, est donnée par la formule :

u(t,z) = F~ <e’“‘§|2¢93f) ().

Remarque. u(t,z) = (4mit) =42 fe_%f(y)dy. En effet :

u(t,x) = (27r)_d/2/6ix56_i|§|2t(27r)_d/2/eisgf(s)dsdf

13 s

_ (2m) /2 / F (P (5 — ) f(5)ds

D’ou le résultat, par le calcul fait en partie [I.3]

2.2 Equation non-homogéne

On souhaite étudier la solution de : dyu — 1Au = F.

Théoréme 12. Ezistence et Unicité
VE € ([0, 00: L (RY)),3u € €=([0, 00]: .7 (R?)) tel que

(0 —iA)u = F et up—o = 0.

La solution est donnée par la formule de Duhamel :

ult,z) = /0 S(t — $)F(s)(x)ds.

Théoréme 13. FExistence et Unicité - Généralisation
Vs € R, F € Lj,  ([0,00[: H®),3u € €([0,00[: H®) solution de l’équation de Schridinger
non homogéne associée avec condition initiale nulle. La solution satisfait :

w< [ IFe)

Hsdo-.

[u®)]




2.3 Cas particulier : Ou — iAu =V (t)u 9

Démonstration. On choisit F,, € C®([0,00[: #)N tel que F,, — F dans L} . Posons u, la

solution associée & F),.
t
o g/ IS(t = o) F, H5d0</ |Fo(o

De la on obtient que w, est de Cauchy dans ([0, co[: H®). Soit u sa limite.
Soit ¢ € €>°(R?). On a (u,, ) — (u,d) dans LL . Or :
d , ‘
7 {ns @) = (un, 18G) + (Fu(t), @) = (u,iA0) + (F (1), 9),
dans L} .. D’ou u est solution, et u vérifie bien 'inégalité.
L’unicité découle directement de 1'unicité de la solution homogéne. O]

Hsdo-.

Hun@

2.3 Cas particulier : dyu —iAu =V (t)u
Dans ce cas, on pose w(t, x) = u(t, z)e?®.

On a alors dyw = (Qyu + O'u)e’ et Aw = Aue’. D’ou :

dw — iAw = (Qpu — iAu)e’ + 6'ue’
=(V+60)w

Si on pose (t) = — fo s)ds, alors w est solution d’une équation de Schrédinger homogéne.
On peut donc en dedu1re la solutlon du probléme initial.

2.4 Comportement & I’'infini
Théoréme 14. Asymptote a linfin

Soit f € L*(R?) et u(t) = S(t)f. Posons A(t)f = =i f (£).
Alors lim ||u(t) — A(t)f||L2 = 0.

[t|—
2 2 1
LA 12 = / A = /

Démonstration.
= 1f11Z2 = Ilf 117

Dou : |JA(t)| = 1,Vt # 0.
Soit f € L? et € > 0. Soit g € €™ avec || f — g||r2 < € et I ce compact.

2
]

A(t)g = 5(t) (e i g) — S(t)g + S(1) Ke e 1> g} .
, < lgllzellsin (%) lley = O ().

[A@)f = SO fll> < [1A®#)g = SOyl + 1S = gl + A (F = 9)ll

<o () 2

Enfin ll‘im NA@)f = S(@&)fll2 = 0. O
t|—o00
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2.5 Estimation de Strichartz

Déf. On dit que le couple (g,7) est admissible (dans R9) si :
i) F=d(z—1)

(i) 2<r< 2 (sid=1,2<r<ocetsid=2,2<r <o),

Déf. Soit p > 1. On note p’ 'entité qui vérifie :

1 1
p p
Théoréme 15. Estimation de Strichartz (admise)

Vo € L*RY), la fonction t — S(t)¢ € LIYR,L"(RY)) N €(R, L2(RY)) pour tout couple
admissible (q,r). De plus il existe une constante C, ne dépendant que de q el de d tel que :

1S()@| Lo rrrayy < Cll@llr2, Vo € L.

Soit I un intervalle de R (borné ou non), J = I, et ty € J. Si (7,p) est admissible, et
fe LY, L7 (RY) alors pour tout couple admissible (q,r), la fonction

t— Qp(t) = / S(t—s)f(s)ds

to

pour t € I appartient o LI(I,L"(RY)) N € (J, L*(RY)). De plus, il existe une constante C in-
dépendante de I, mais dépendante de v,q et d tel que :

||<Df||L‘1(I,U) < C||f||Lv’(I,LP’)-
Remarque. On peut généraliser ce résultat par le théoréme suivant.

Théoréme 16. Généralisation (admise)

Soit I un intervalle de R, et J = 1. Soit ty € J, et on considére la méme application ® que
précédemment.

Soit2<7"<dQTd2 (sid=1,r<o0)etl<a,a<oo tel que :

1 1 1 1
Tilog <- - -) .
a a 2 r
AlorsVf € L¥(I, L"), Op e L4(I,L") et il existe C indépendant de I tel que

1®sl[eaery < C N fllw i)

3 Equation de Schrodinger non linéaire
Dans cette partie, nous allons travailler sur les équations de la forme :

Ou — iAu = F(u);u(0,.) = f.

Remarque. Ici nous ne pouvons pas utiliser la transformée de Fourier, car nous ne saurions pas
—_—

comment simplifier F'(u).
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3.1 Casou F(z) =Xz’ A€ C,a,b€N,a+b>2

Lemme. Supposons f € H*®, avec s > d/2. Alors il existe T ne dépendant que de || f| - tel
qu’il existe une unique solution u € € ([0, 7| : H®) au probléme étudié.
Démonstration. Posons : ®(u)(t,z) = S(t)(f)(x) + fot S(t—y)F(u(y,x))dy.
1. Existence
Comme f puis u(t) € H®, on a bien ®(u)(t) € H*. Soit 0 <t < 7.
Pour tout 7 on pose 'espace métrique
X(r) = {u e @((0;7]: HY)] sup [ult, z))|la- < 2| F]la}
et
lullx) = llull- = sup [u(t, z))]|a-.
0<t<r
Soit u € X (7). On a alors :
t
1D (w)@O)llzs < NI flare +/0 1S =) F(uly, ©))||usdy
t
<l + [ 1Pty )ledy
0
t
< [ fllas + C’/ l|lu(y, )% dy car H® est une algébre
0
< fllzs +C7 sup Jlu(t, 2))]|5"
0<t<r
< 1 flls + Crllut, o)1+
< I/l + CrQ@IFllzs)*
Donc il existe 7 tel que pour tout 7 < 79, ®(u) € X (7). Soit un tel 7 et u,w € X(7).
On a:
1
17 = )l < | | DFusr-gutu — wit
0 Hs
< lu = wll e ([ + ™" 4:)
D’ou :

[®(u) — (w)|

o < / | F(u(y)) — Fw(y)lldy

He)

< /0 (=2 @) e+ 0™ @)l e) () — wiy)]

<2 / @1l )™ uly) — wly)]| - dy

<202 fllas) " rllu — w| -
< K7l|lu — w||,

SiT< %, dans ce cas ® est une contraction de X (7) dans lui-méme.
D’ou l'existence.
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2. Unicité
Soit u et v deux solutions de 1’équation, définies sur [0, 7].
Alors il existe R tel que |jul|, < R et [|v]|, < R.

Posons Xg(1) = {u € €([0,7]; H®) tel que sup ||u(t,.)||gs < R}, qui est un espace
0<t<r

métrique de méme norme que précédemment.
Par les mémes calculs, on peut supposer que ®(Xy(7)) C Xg(7), quitte & diminuer la
valeur de 7 en 7y (ne dépendant que de R).
On obtient de méme :
[@(u) = @(v)[ s < krollu — v

QQuitte & encore réduire, on a donc encore une contraction, puis 'unicité du point fixe.
Donc u = v sur [0;79]. Puis en réitérant un nombre fini de fois (de l'ordre de grandeur
7/70), on obtient I'unicité sur [0; 7].

O

Théoréme 17. Soit s € R et f € H®. Alors il existe une unique solution mazimalew € € ([0,T[: H®)
a:

Ou — iAu = F(u)
u(0,.) = f

SiT < 400, alors lim ||u(t)| g = +o0.
t—T~

Démonstration. Posons E I'ensemble des intervalles J contenant 0 tel que I'équation différen-
tielle considérée a une solution u € €' (J : H®).
Soit I = | J JNR,.

JEE
Donc I, intervalle d’existence d’une solution maximale, est de la forme [0, T7[.

Supposons T' < oo. S'il existe t, — T~ et R tel quel|u(t,)||ns < R, le lemme nous donne
u € ([tn,tn + 7] : H®) ot T ne dépend pas de n mais de R.
Pour n grand, on a t,, + 7 > T, ce qui est contradictoire. Donc :

lim ||u(t)]| s = +oo.
t—T—

Remarque. On ne peut pas savoir en général si T = 400 ou si T < o0.

Exemple. d;u — £02u = —i)|u|*u;u(0,.) = up avec A, o > 0.
Nous avons deuzx lois de conservations :
1. Conservation de la charge.
On multiplie par u, puis on intégre l'équation par rapport a x.

1
iudyu + §ﬂ0§u = AMu[**2

1
i/ﬂ@tudx—i- 5/@85’1“133 = )\/|u]2"+2d:c
1
i/a@tu— 5/8$H8Iu:)\/|u|2”+2
1 __
i/u@tu— é/ézuawu:)\/|u|2”+2
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On prend la partie imaginaire :

?R/ﬂ@tu:()

/ (WOyu + uoyu)dr = 0

/&(ﬂu)dw =0
Orllu(t)[[72 =0
[z = [1F] 2

2. Conservation de [’énergie.
On multiplie par O;u, puis on intégre ’équation par rapport a x.

1
i@tﬁﬁtu + 581517/6511/ = )\|u|2”uatﬂ

1
i/|6tu|2dx+§/8tu0§udx: )\/|u|2"u8tud$

On prend la partie réelle.

%%/3@83102 )\§R/|u|2"uﬁtﬂ

—%?R/@taxuﬁxu = )\%/|u|2"u@tu

—1/8t(|8xu\2) :)\/\u]%%(uata)
L / Ou(|0,u?) / 2 0,(|uf?)

—5t||9xUI|L2 +- @IIUIIi‘éﬁz =0

)\ ag
E( ) ||ax ||L2 + o1 HUHizﬁg = cste

De la on obtient que ||u(t)|| 1 est bornée. Donc u € €(R : HY).

Exemple. id,u + 502u = —|u|*u
On choisit la condition initiale suivante :

31/4 2 2
u(0,.) = —————=¢""2 =Q(x)e '2.

cosh(2xv/2)
On a que Q) est la solution de l’équation différentielle :
%Q”+Q5+Q:0.
La solution de cette équation est donnée par :

1 €T 2t— 12
t — 2(1-1)
u(t, 2) —H@(H)e

Ici w est définie sur | — oo; 1].

13
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3.2 Cas sous-critique L? : F(z) = \|z|*z avec ¢ < 2

Théoréme 18. Supposons f € L*. On pose r = 20 + 2, et (q,7) le couple admissible. Alors il
eriste T' ne dépendant que de || f||z2 tel qu’il existe une unique solution au probléeme étudié :

u € ¢ ([0,7] : L*) n LY ([0,7] : L").

Démonstration. Soit ® définie comme précédemment sur L.
1. Existence
Comme f et u sont dans L?, on a bien ®(u) € L.
Soit 0<¢t<T.Ona: q—4”+4.
De plus :
, r . 1 4d0+4—doc 1 20 20(20 +2)

— _ = — = = _ 0:—
T ¢ q 4o +4 q—f—e,avec 20 +2—do

52
O 9 = 20+2 daq

On sait que dX? —2X —2+dX =d(X +1)(X — 2). Comme 0 < 2, 0 < q.
Pour tout 7', on pose I'espace métrique (ou M € R)

Y(T, M) = {u e €([0,T] : L*)lull L=(o,r1.2) + llull Loqory.Lry < M}
La norme associée est :
[ullr = |lull oo o,71,22) + llwll Lago,7,L7)
Soit uw € Y/(T, M).
[®(u)llr < Clfllez + CIF(u)ll o o1y, Par les inégalités de Strichartz

Or [[Juful| = flufl 5.

D’ou par I'inégalité d’Holder :

2 e < lellaqonen 1971 g g 9,1y S Wellzaqomnen TllZ o,z 2
20 1 ]_ 1
< el ao,zy.27y (111 (o el ooz, ) avec g =~ +

|®(u)|lr < C|lfllze + M* T

Avec T assez petit, on a &Y (T, M)) C Y(T, M).
Soit w,w € Y(T,M) avec M et T choisis précédemment. On remarque que F'(z) =
(o + 1)]Jz[*.

[ (u) = @(w)llr < CIF(w) = F(w)ll 1 o,1),10)
< Cll(ul* + fw*) = wlll v o2y,

< Cllu = wlpaqomyery (N0 ery + 1el35 0110 )

20 o
< COT7 (ClIfll2)* llw = wll Lago.11.00)

QQuitte & réduire T, on obtient que ® est une contraction, et donc admet un unique point
fixe sur Y (T, M).
2. Unicité
Par un raisonnement similaire a celui pour le cas H®, on arrive a 'unicité de la solution
a T donné.
O
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On va étudier I'équation : i0yu + 2Au = Mul*u; u(O .) = up.
On pose dorénavant : E(u)(t) = 3[|Vu(t)]|7. + 25/lu(t)||7% 2. Par la loi de conservation
vue précédemment (qu’on peut generahser au cas R%), on a E(u)(t) = E(u)(0) = E(u).

Théoréme 19. Supposons X < 0 et 0 > 2. Siug € H' avec v — |z|ug(x) € L? et E(up) < 0.
Alors équation de Schridinger n’a pas de solution globale u € C'(R, : H').

Démonstration. Raisonnons par ’absurde, et supposons 'existence d’une telle solution.
Soit T > 0. Posons y(t) = [ |z|*|u(t,z)>.dz. Alors y € €*([0,T]; R,) (résultat admis) et
(t) =29 [u(t, z).x.Vu(t, x)dx
On a de plus y € €%([0,T)) avec :

2\do
1" —9 2 20+2 )
v'(0) =2 [ [Valt.o) s + 5 [ futt o) s

Diou : y(t) = 4E + 209222 [ |u
Or o >2/det A\ < 0. Donc y"(t
Dot y(t) < 2E1* + y'(0)t + y(0
Or pour ¢t >> 1, on aurait y(t)

Donc u ¢ %(]RJF : HY).

(t,z)|*2dzx.
) < AE.

)-

<

0 ce qui est impossible.
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